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ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑΤΟΣ 1 

 

 

ΛΥΣΗ 

 

u(x, y) = e−xcosy + xy 

ux = cosy(e
−x)′ + y(x)′ ⇒ ux = −e

−xcosy + y 

Η αρμονική συζυγής της u(x,y) θα είναι η πραγματική συνάρτηση v(x,y) για τις 

οποίες θα ισχύουν οι συνθήκες Cauchy – Riemann: 

 

ux = vy  ⇒ 

 

⇒ vy = −e
−xcosy + y ⇒ 

⇒ ∫vy dy = ∫ydy − ∫e
−xcosydy + c(x) ⇒ 

⇒ v(x, y) =
y2

2
− e−xsiny + c(x) 

και uy = − vx ⇒ vx = −uy ⇒ c′(x) + e−xsiny = −x + e−xsiny ⇒ 

⇒ c(x) = −
x2

2
+ κ, κ ϵ ℝ 

 

Άρα, έχουμε: 𝑣(𝑥, 𝑦) =
𝑦2

2
− e−xsiny −

x2

2
+ κ, 𝜅 𝜖 ℝ 

 

 

Αναλυτική συνάρτηση 

 

𝑓(𝑧) = 𝑢(𝑥, 𝑦) + 𝑖𝑣(𝑥, 𝑦) ⇒ 

 

⇒ 𝑓(𝑧) = (𝑥𝑦 + 𝑒−𝑥𝑐𝑜𝑠𝑦) + 𝑖 (
𝑦2

2
− 𝑒−𝑥𝑠𝑖𝑛𝑦 −

x2

2
+ κ) 
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ΛΥΣΗ ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑΤΟΣ 2 

 

 

 

ΛΥΣΗ 

 

u(x, y) = −3𝑥𝑦2 − 9 + 𝑥3 ⇒ 

⇒ ux = 3x
2 − 3y2 

 

 

Συνθήκες Cauchy - Riemann 

 

ux = vy  ⇒ vy = 3x2 − 3y2 ⇒ 

⇒ ∫vy dy = 3x
2∫1dy − 3∫y2 dy + c(x) ⇒ 

⇒ v(x, y) = 3x2y − 3
y3

3
+ c(x) = 3x2y − y3 + c(x) 

 
uy = −6xy
uy = − vx

} ⇒  −6𝑥𝑦 = −vx ⇒ vx = 6xy ⇒ 

⇒ 6xy = c′(x) + 6xy ⇒ c′(x) = 0 ⇒ 

⇒ c(x) = κ, κ ϵ ℝ 

 

 

𝑣(𝑥, 𝑦) = 3𝑥2𝑦 − 𝑦3 + κ, 𝜅 𝜖 ℝ 

 

και 𝑓(𝑧) = 𝑢(𝑥, 𝑦) + 𝑖𝑣(𝑥, 𝑦) ⇒ 

 

⇒ 𝑓(𝑧) = (−3𝑥𝑦2 − 9 + 𝑥3) + 𝑖 (3𝑥2𝑦 − 𝑦3 + κ) 
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 ΛΥΣΗ ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑΤΟΣ 3 

 

 

ΛΥΣΗ 

 

u(x, y) = 3ln (𝑥2 + 𝑦2) ⇒ 

⇒
𝜕𝑢

𝜕𝑥
=

3

𝑥2 + 𝑦2
(2𝑥) =

6𝑥

𝑥2 + 𝑦2
⇒ 

 

 

 

⇒
𝜕2𝑢(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥2
=
6(𝑥2 + 𝑦2) − 6𝑥(2𝑥)

(𝑥2 + 𝑦2)2
=
6𝑦2 − 6𝑥2

(𝑥2 + 𝑦2)2

⇒
𝜕𝑢

𝜕𝑦
=

6𝑦

𝑥2 + 𝑦2
⇒
𝜕2𝑢(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑦2
=
6(𝑥2 + 𝑦2) − 6𝑦(2𝑦)

(𝑥2 + 𝑦2)2
=
6𝑥2 − 6𝑦2

(𝑥2 + 𝑦2)2}
 
 

 
 

⇒ 

 

 

𝜕2𝑢(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑢(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑦2
= (0)

𝛨 𝜎𝜐𝜈ά𝜌𝜏𝜂𝜎𝜂 𝑢(𝑥, 𝑦)𝜀ί𝜈𝛼𝜄 𝜎𝜐𝜈𝜀𝜒ή𝜍 𝜅𝛼𝜄 έ𝜒𝜀𝜄 𝜎𝜐𝜈𝜀𝜒𝜀ί𝜍 
𝜇𝜀𝜌𝜄𝜅έ𝜍 𝜋𝛼𝜌𝛼𝛾ώ𝛾𝜊𝜐𝜍 𝑢𝑥, 𝑢𝑦, 𝑢𝑥𝑥, 𝑢𝑦𝑦 }

 
 

 
 

⇒ 

 

⇒ Η συνάρτηση 𝑢(𝑥, 𝑦) = 3ln (𝑥2 + 𝑦2) είναι αρμονική. 

 

 

Η αρμονική συζυγής της u(x,y), θα είναι η πραγματική συνάρτηση v(x,y) για τις 

οποίες θα ισχύουν οι συνθήκες  Cauchy – Riemann:  

 

ux = vy  ⇒ vy =
6x

x2 + y2
⇒ 

⇒ ∫vy dy = ∫
6x

x2 + y2
dy ⇒ 

⇒ v(x, y) = 6x∫
1

x2 + y2
dy ⇒ 

⇒ v(x, y) = 6x (
1

x
)𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 (

𝑦

𝑥
) + c(x) ⇒ 

 

{⇒ v(x, y) = 6𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 (
𝑦

𝑥
) + c(x)} (1) 
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Επίσης, ισχύει: uy = − vx ⇒ vx = −uy ⇒ 

                                      (1) 

⇒ vx = −
6y

x2 + y2
    ⇒ 

⇒ c′(x) +
∂

∂x
Arctan (

y

x
) = −

6y

x2 + y2
⇒ 

 

 ⇒ c′(x) +
(6) ∂

∂x
Arctan (

y

x
) = −

6y

x2 + y2
⇒ 

 

⇒ 𝑐′(𝑥) + 6
1 (−

𝑦
𝑥2
)

1 + (
𝑦
𝑥)

2 = −
6y

x2 + y2
⇒ 

 

⇒ 𝑐′(𝑥) +
6 𝑥2 (−

𝑦
𝑥2
)

𝑥2 + 𝑦2
= −

6y

x2 + y2
⇒ 

 

⇒ 𝑐′(𝑥) −
6𝑦

𝑥2 + 𝑦2
= −

6y

x2 + y2
⇒ 

 

⇒ c′(x) = 0 ⇒ c(x) = 𝜅, 𝜅 𝜖 ℝ 

 

 

Από (1) ⇒ 𝑣(𝑥, 𝑦) = 6𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 (
𝑦

𝑥
) + κ, 𝜅 𝜖 ℝ 
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