
 

 

                            Δημήτρης Ηλίας-Φροντιστήριο Πολυτεχνικών                            

και Πανεπιστημιακών Σχολών 

 

ΑΣΚΗΣΕΙΣ (Ορισμένα ολοκληρώματα) 

 

 

1.  Να υπολογίσετε το ορισμένο ολοκλήρωμα:  

I=∫
√𝑠𝑖𝑛𝑥

√𝑠𝑖𝑛𝑥+√𝑐𝑜𝑠𝑥

𝜋

2
0

𝑑𝑥 

(Υπόδειξη: Θέτουμε 𝑥 =
𝜋

2
− 𝑡) 

ΛΥΣΗ:  

 

𝑥 =
𝜋

2
− 𝑡 ⇒ 𝑑𝑥 = −𝑑𝑡

𝛤𝜄𝛼 𝑥1 = 0 ⇒ 𝑡1 =
𝜋

2

𝛤𝜄𝛼 𝑥2 =
𝜋

2
⇒ 𝑡2 = 0 }

 
 

 
 

⇒ I = ∫
√sin (

𝜋
2
− 𝑡) (−𝑑𝑡)

√sin (
𝜋
2
− 𝑡) + √cos (

𝜋
2
− 𝑡)

0

𝜋
2

⇒  

⇒ I= -∫
√𝑐𝑜𝑠𝑡

√𝑐𝑜𝑠𝑡+√𝑠𝑖𝑛𝑡
𝑑𝑡 ⇒

0
𝜋

2

 

⇒ I= ∫
√𝑐𝑜𝑠𝑡

√𝑐𝑜𝑠𝑡+√𝑠𝑖𝑛𝑡
𝑑𝑡 = ∫

√𝑐𝑜𝑠𝑥

√𝑐𝑜𝑠𝑥+√𝑠𝑖𝑛𝑥⏟          
𝑑𝑥 ⇒

𝜋

2
0

𝜋

2
0

 

                                                  κοινός παράγοντας  

                                                  με το ζητούμενο ολοκλήρωμα 

⇒ I= ∫
√𝑐𝑜𝑠𝑥+√𝑠𝑖𝑛𝑥−√𝑠𝑖𝑛𝑥

√𝑠𝑖𝑛𝑥+√𝑐𝑜𝑠𝑥
𝑑𝑥 ⇒

𝜋

2
0

 

⇒ I= ∫ (1)𝑑𝑥 − ∫
√𝑠𝑖𝑛𝑥

√𝑠𝑖𝑛𝑥+√𝑐𝑜𝑠𝑥⏟          

𝜋

2
0

𝜋

2
0

𝑑𝑥 ⇒ 2I = [𝑥]0

𝜋

2 ⇒ 

                                        I 

⇒ 2 I= 
𝜋

2
⇒ I =

𝜋

4
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2. Αποδείξτε ότι για κάθε συνεχή συνάρτηση f: [0,1]
 
→ (0,+∞), ισχύει: 

I = ∫
𝐹(𝑥)

𝐹(𝑥) + 𝐹(1 − 𝑥)

1

0

𝑑𝑥 =
1

2
 

ΛΥΣΗ: 

 

I = ∫
𝐹(𝑥) + 𝐹(1 − 𝑥) − 𝐹(1 − 𝑥)

𝐹(𝑥) + 𝐹(1 − 𝑥)
𝑑𝑥

1

0

= ∫1𝑑𝑥 −∫
𝐹(1 − 𝑥)

𝐹(𝑥) + 𝐹(1 − 𝑥)
𝑑𝑥

 
⇒

⏟              

1

0

1

0

 

                                                                I′ 

     ⇒ I = [𝑥]0
1 − I′ ⇒ I = (1) − (I′) ⏟          

                                                                (1) 

 I′ = ∫
𝐹(1−𝑥)

𝐹(𝑥)+𝐹(1−𝑥)
𝑑𝑥

1

0
 

Θέτω: 1-x=t⇒ x=1-t⇒ dx=-dt 

              Για x1=0⇒ t1=1 

              Για x2=1⇒ t2=0 

I′ = ∫
𝐹(𝑡)(−𝑑𝑡)

𝐹(𝑡) + 𝐹(1 − 𝑡)
= −∫

𝐹(𝑡)

𝐹(𝑡) + 𝐹(1 − 𝑡)
𝑑𝑡 ⇒

0

1

0

1

 

⇒ I′ = ∫
𝐹(𝑡)

𝐹(𝑡)+𝐹(1−𝑡)
𝑑𝑡 = ∫

𝐹(𝑥)

𝐹(𝑥)+𝐹(1−𝑥)

1

0
𝑑𝑥 = I

1

0
 

Από (1):  I = (1) − (I) ⇒ 2I = 1 ⇒ I =
1

2
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